Capitulo 2

Cinematica del Punto

Resolucién del Problema 2.3

A priori, la opcién més natural parece abordar el pro-
blema en coordenadas Cartesianas, dado que no existe
un punto central ni un claro candidato a ubicar un po-
lo donde fijar coordenadas polares. Si fijarmos el origen
de las coordenadas Cartesianas en el punto A, y tal que
el eje Ox contenga a los puntos A y B, las velocidades
areolares respecto a los puntos A y B, respectivamente,
se pueden expresar como sigue:

2 vfr =xy—yax
208 =(x—a)y—yi
donde a es la distancia, en linea recta, entre los puntos A

y B. Por lo tanto, si la relacién de velocidades areolares
debe permanecer constante, se puede afirmar que

A . .
Uar_ rTYy—yxr

vB (x—a)y -y

donde k es constante. La expresién anterior se puede
factorizar como sigue:

y [k(z —a) — 2] =2 (ky — y)
y se puede reordenar de la siguiente manera:

dy dz
(k—1y (k—1)x—ka

Se trata de una ecuacién diferencial de variables separa-
das, y por lo tanto, su integracion es inmediata:

ka
Iny =1In (;v— k—l) +InC

donde C' es una constante de integracién.
Por lo tanto, la trayectoria viene dada por la ecuacion

y=Cr=1y

y es facil ver que se trata de una trayectoria rectilinea.
Bla, bla, bla...

Resolucién del Problema 2.7

Si la aceleracion normal es constante, de valor k, tene-
mos que v, = § = k, y mediante integracién es inmediato
obtener el médulo de la velocidad y el arco recorridos:

s =kt
$ , s 5

donde las constantes de integracién se anulan si tomamos
como origen de arcos la posicién inicial de la particula,
correspondiente a ¢ = 0, y sabemos que la particula
parte del reposo.

El siguiente paso natural es relacionar el parametro
longitud de arco, s, con el pardmetro ¢ que parametriza
la trayectoria. Diferenciando las ecuaciones paramétricas
de la astroide obtenemos

dz = —3a cos® p sinpdyp
dy = +3a sin?  cos pdyp

lo que nos permite relacionar el parametro longitud de
arco con ¢

ds = ++/ dz? + dy? = +3a cos p sin pdp

Donde el signo habrd de ajustarse en cada cuadrante,
para que s crezca con . Para el primer cuadrante, por
ejemplo, habra que coger el signo positivo. La integracién
de esta ecuacién proporciona

.2
s = —a sin“ ¢
2
donde una vez mas, la constante de integraciéon se anu-
la particularizando para las condiciones iniciales. Como
ahora se conoce s tanto en funcién de ¢, como en funcion
de t, la ley horaria es inmediata:
o kt?

—a sin”p = —

2 2
Asi pues, las ecuaciones horarias se pueden obtener sus-
tituyendo la ley horaria en la representacién paramétrica
de la trayectoria:

T=a 1—]152 " =a k—tz e
B 3a ’ Y79\ 3q



Capitulo 2: Cinematica del Punto

La hododgrafa se puede obtener tanto a partir de las
ecuaciones horarias, como a partir de la representacion
paramétrica:

i = —3a cos® p sin pdp
1§ = +3a sin? ¢ cos pdy
donde ¢ se obtiene de la ley horaria:
3a cos p sin p ¢ = kt = \/3aksin? ¢
Asi, la hoddgrafa se puede expresar como

& = —V3ak cosy sinp

§ = +V3ak sin?

Notese que estas expresiones son sélo vélidas para el pri-
mer cuadrante; para el resto de cuadrantes habria que re-
visar el criterio de signos, lo que proporciona los siguien-
tes resultados para el segundo cuadrante, ¢ € [7/2,7]:

kt? 3/2
xr=—3a <3 —1> , &= +cospy/3ak(2 — sin? )
a
2\ 32
y=+3a <2 — 3@) , U= —sinp\/3ak(2 — sin? @)

los siguientes valores para el tercer cuadrante, ¢ €
[, 37 /2]:

2\ 32
T =—a (3_3a) , &= —cospy/3ak(2+ sin? @)
ket 3/2
y=—a (32) , U= +sinpy/3ak(2 + sin? ¢)
a

v los siguientes valores para el cuarto cuadrante, ¢ €
[37/2, 2]

Kt -3\ YRR
xza( 33 ) , @& =4cospy/3ak(4 —sin® p)
th 3/2
y=—a <4 - 3) , 9 = —sinpy/3ak(4 —sin? @)
a

Notese que la hodégrafa es discontinua porque la tra-
yectoria es singular en los vértices de la astroide.

Resolucién del Problema 2.9

La velocidad se puede obtener derivante la trayectoria
respecto al tiempo

T=—asinpp
y= bcospy

v la velocidad areolar constante proporciona la ligadura
que permite obtener la ley horaria

k
200 =k =xy—yt =abp — <p:—bt
a

Las ecuaciones horarias se obtienen, por lo tanto, susti-
tuyendo la ley horaria en la representacién paramétrica
de la trayectoria:

T = a cos ﬁ = b sin ﬁ
N ab )’ v= ab
y la hoddgrafa resulta ser también una elipse:

j::—g sin ¢, y:Ecosap

Resolucion del Problema 2.12

La condicién de que el vector aceleraciéon corte cons-
tantemente al eje Oz, es una condicién que no proporcio-
na informacioén sobre la coordenadas z (esto es, en qué
punto se cortan el eje Oz y la recta soporte del vector
aceleracién), pero si impone restricciones sobre las coor-
denadas x e y correspondientes a la interseccién. Por lo
tanto, es licito hacer una proyeccién de los vectores posi-
cién, velocidad y aceleracion sobre el plano Oxy, v estu-
diar el movimiento plano resultante, donde la condicién
impuesta por el enunciado se traduce en que la proyec-
cién del vector aceleracion debe pasar por el origen si-
tuado en el punto O. En otras palabras, la proyeccion del
movimiento sobre el plano Ozy es un movimiento cen-
tral. Por lo tanto, las coordenadas x e y de la trayectoria
satisfacen las propiedades de los movimientos centrales,
y por lo tanto es posible afirmar que la velocidad areolar
en el plano Oxy, respecto del origen O, es constante:

TY — YT = 20, = C

donde c es la constante de areas. Ademas, de las ecuacio-
nes de la trayectoria, sabemos que y = 2x &, que susti-
tuido en la ecuacion de la velocidad areolar, proporciona
la condicion

2?i=C
La ecuacion diferencial anterior puede integrase con fa-
cilidad, lo que proporciona la ley horaria del movimiento

3

r_ ct+D

3
puesto que x actiia como parametro de la representacién
paramétrica de la trayectoria. La constante D es una
constante de integracién. Sustituyendo el resultado an-
terior en las ecuaciones de la trayectoria, se obtiene las
ecuaciones horarias:

x=[3(ct+D)"*
y=[3(ct+ D)’
z = [3(ct + D)]

Combinando la representaciéon paramétrica de la trayec-
toria con la condicion x? & = C, se obtiene la hodégrafa
del movimiento:
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Capitulo 2: Cinematica del Punto

Solucion del Problema 2.13

1. Ecuaciones horarias del movimiento del punto me-
dio M de la varilla:

1
z=3 sin(wt)

Lo fwl
Yy = a sin (2)
_ wt
Z = a COS <2>

2. Caracterizar geométricamente la trayectoria: La
proyeccion My de M recorre en Ozy una circunfe-
rencia de didmetro a, luego M se encuentra sobre un
cilindro de revolucién de base dicha circunferencia.
Anélogamente, el punto M esta sobre una esfera de
centro O y radio a por ser OM mediana del tridngu-
lo rectangulo AOB y por tanto igual a la mitad de
la hipotenusa. El punto M se encontrard pues en
la interseccién de ambas superficies y recorrerd una
curva de Viviani (ver figura).

3. Velocidad de M:

t
v = % cos(wt) i+ % sin(wt) j — % sin (w) k

2
/ t
’UZ% 1 + sin? (u;)

4. Valores maximos o minimos de la velocidad de M,
y posiciones en que se presentan: La velocidad mini-
ma es aw/2 y se presenta cuando AB coincide con
Oz. La velocidad méxima es aw+/2 /2y se presenta
cuando AB coincide con OC.

5. Caracterizar el movimiento de A: El movimiento de
A es arménico de amplitud 4a y periodo 47 /w co-
mo se deduce de la expresion de OA en funcién del
tiempo.

6. Aceleracién de M:

2 2 2 "
vy = —% sin(wt) i+% cos(wt)j—% cos (2) k

2 1 t
vl = a;u\/1+ ZCOSQ (L;)

7. Aceleraciones tangenciales y normal en los instantes
de los maximos y minimos de velocidad: La acelera-
cién tangencial de M vale

w?a sin(wt)
8y/1 + sin?(wt/2)

Yt =

Tanto en los maximos como en los minimos de v,
es sin(wt) = 0, luego en dichos puntos 7; = 0. En
dichos puntos, la aceleracié normal vale:

2

aw ..

Tn=7= - en los maximos de v
aw? , .

VYo =7y = v 5 en los minimox de v

8. Radio de curvatura de la trayectoria en estos ins-
tantes:

=a en los maximos de v

en los minimox de v

Resolucion del Problema 2.14

Se sabe que el movimiento es plano. De la primera
condicion se puede obtener la ley horaria:

vy =k=00 — vdv = kdt
cuya integracién proporciona

v=5§=V2kt.

A su vez, la velocidad se puede volver a integrar para
obtener el parametro longitud de arco

s = %\/2/{ 3/2,
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Capitulo 2: Cinematica del Punto

En ambos casos, se han empleado las concidiones inicia-
less=s=0ent=0.

La segunda condicién proporciona informacién sufi-
ciente para obtener la trayectoria. En efecto, es facil ver
que
v? k2
o
Asi pues, el radio de curvatura, p, es constante a lo lar-
go del movimiento, y por lo tanto la trayectoria es una
circunferencia. A partir de la posicién inicial del punto,
de coordenadas (k%/h,0), sabemos que la trayectoria es
una circunferencia con centro en el origen.

Para calcular la hodégrafa del movimiento, es preciso
relacionar el médulo de la velocidad, v, y su argumen-
to, ¢, con algtin parametro, tipicamente el tiempo t o el
parametro longitud de arco, s. El médulo de la velocidad
es conocido, por lo que Unicamente se necesita conocer
su argumento. Al saber que la trayectoria es una circun-
ferencia, es facil ver que el vector velocidad es siempre
tangente al a circunferencia, y por lo tanto el argumento
de la velocidad vale

k2

<

donde 6 es el angulo polar que incida la posiciéon angular
del punto, y s(t) es conocido, por lo que la hodégrafa
queda determinada.

y

Como conocemos la relacion entre s y v, es también po-
sible expresar el argumento de la velocidad como funcién
de su médulo, lo que proporciona la siguiente expresion:

T hvd

ot g

Resolucién del Problema 2.15

A partir del enunciado sabemos que la hoddgrafa es
una curva plana, al estar contenida en el plano z = aw.
Sin embargo, esto no garantiza que la trayectoria deba
ser plana. De hecho, de la condicién anterior se desprende

facilmente el valor de z para cada instante de tiempo:
Z=aw — z=awt+a

donde se ha particularizado para la condicién inicial z =
aent=0.

En coordenadas cilindricas, la ecuaciéon del cono re-
sulta 22 = r2, lo que propociona dos posible soluciones,
z = %r. La condicién inicial z > 0y £ > 0 permite resol-
ver la ambigiiedad, y asi obtener el valor de la distancia
radial al eje Oz como

r=z=a(l+wt).

Asimismo, como el vector aceleracién corta en todo
momento el eje Oz, se puede inferir que la proyeccion
de la trayectoria sobre el plano Ozy sigue un movimien-
to central con polo en el origen O, ya que la proyeccién
de la aceleracion sobre este plano siempre pasa por el
origen. Por lo tanto, es posible emplear las propiedades
del movimiento central para resolver el movimiento. Pa-
rece conveniente hacerlo en coordenadas polares, que es
ademaés a lo que se reducen las coordenadas cilindricas
cuando se proyecta en el plano Ozy. Asi, de la ley de
areas se obtiene:

2 . . C
0 =c — 9_a2(1+wt)2'

La constante de areas se puede calcular facilmente a par-
tir de la condiciones iniciales, donde el valor del radio es
r = a, y la velocidad angular es § = w. Por lo tanto, de
la ley de dreas se puede hallar el valor de 6(t) mediante
integracién:

0_/t w df — -1 t_ wt
CJo T+wt)2 T 14wt|, 1+wt

Resolucién del Problema 2.16

En los problemas planos en que hay que pasar de coor-
denadas intrinsicas (s, ) a coordenadas Cartesianas, y
viceversa, son itiles las siguientes relaciones geométricas:

dx = ds cosgp

dy = ds singp

ds =/ da? + dy?
as

Volviendo al problema en cuestién, si la aceleracion
tangencial es constante, obtener el modulo de la veloci-
dad es trivial:

T =5§=uwa — v=3§=uwat
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Capitulo 2: Cinematica del Punto

asi como el parametro longitud de arco

s = 1wza t?
2
donde se ha hecho uso de las condiciones iniciales sg =
S0 =0.
Conocidos v y s, es immediato obtener p a partir de la
aceleracion normal, ya que tenemos las siguentes identi-

dades
2 2 Lo
Vo =w V2a5=w 2a§w at

2 w4a2t2

Yn = — =
p p

Igualando términos, se obtiene que
p=awt.

Y conocido p, el argumento del vector velocidad es in-
mediato:

ds =pdey — wat dt = awt dy
v la integracién de la ecuacién anterior proporciona:

p = wt.

Ahora es posible pasar la solucién a coordendas Car-
tesianas mediante las transformaciones introducidas an-
terioremente:

de = ds cosp = w?at cos(wt) dt
dy = ds sinp = w?at sin(wt) dt

cuya integracién proporciona:

x = a (cos(wt) + wt sin(wt))
y = a (sin(wt) — wt cos(wt))
donde se han tenido en cuenta las condiciones iniciales
(a,0).
La hoddgrafa se obtiene derivando la expresiéon ante-
rior de la trayectoria, después de lo cual es facil eliminar

la variable ¢ para mostrar que la hodografa corresponde
a una espiral de Arquimedes:

p=awb
donde 6 = wt.

Solucion del Problema 2.17

Ecuaciones de la trayectoria en coordenadas polares:

a [cos*0 cos?h 1
= — — + =
w 3 2 2
_a Q_singﬁ_cosﬁ sin 6
Y=o\ 73 2

Solucién del Problema 2.18
1. Velocidad del punto en funcién de p:
34,2

Yy — Sap 31)0

2. Aceleraciones total, tangencial y normal, en funcién
de p:

12a%v3
Y= p4
Pa —
%:6\/§a5/203 7(14 £
p
a’v}
771272 P7

3. Radio de curvatura de la trayectoria:
2

R= 5\/2ap

4. Tiempo que tarda en llegar al polo O:

ro37
4”[)0

5. Hodégrafa del movimiento:

- Vo - (%)
~ cos3(6/2) 2oom)

cos?3 (

Resoluciéon del Problema 2.19

Como la hodoégrafa se recorre en sentido de las agujas
del reloj, el argumento de la velocidad, ¢, es decrecien-
te con el tiempo, y como el radio de curvatura es una
magnitud esencialmente positiva, se tiene que

Imponiendo la condicién cinemaética del enunciado se tie-

ne
2

v
29, =2 — =wv —
p
En esta ecuacién se puede hacer aparecer el pardmetro
longitud de arco, s, de forma natural:

2v = wp.

ds ds

@ Y

de donde dt se puede eliminar, quedando una ecuaciéon
diferencial que se puede integrar facilmente. Sabiendo
que en instante inicial ¢ = 7/2, se obtiene:

<+

w
2
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Capitulo 2: Cinemética del Punto

que es una ley horaria.

El valor de la velocidad v en funcién de ¢ se obtiene di-
rectamente mediante criterios geométricos, sabiendo que
la hodografa es una circunferencia de didmetro 2aw y
centro en el punto (aw,0). Asf pues:

v = 2aw COoSs P.

Combinando esta ecuacién con la ley horaria, se tiene

t
v = 2aw sin <w_> .
2

Para determinar las ecuaciones horarias es necesario
expresar el elemeto longitud de arco en funcién del tiem-
po, luego:

ds = v dt = 2aw sin (%)

y se tiene entonces que
t
dz = ds cos ¢ = 2aw sin? (%) dt

= aw(1 — cos(wt)) dt

t t
dy = ds sin p = 2aw sin (%) cos (%) dt
= aw sin(wt) dt
e integrando las ecuaciones, teniendo en cuenta que en
t=0es =y =0, queda:
x = a(wt — sin(wt))
y = a(1 — cos(wt)).

Las ecuaciones de la trayectoria corresponden a las de
una cicloide engendrada por un punto de la circunferen-
cia de radio a al rodar sobre el eje Oz, como se muestra
graficamente a continuacion.

La ley horaria se puede expresar simplemente inte-
grando el elemento de arco en funcién del tiemo, con lo
que se obtiene

t
:/ 2aw sin <w_t> dt = 4a <1—cos <w_t>)

Resolucién del Problema 2.20

Como la aceleracién tangencial es un dato conocido,
es posible obtener la velocidad a partir de ella:

v =0 =4t — v =2t +2/3.
Volviendo a integrar, es posible también hallar como ley
horaria la variacion del pardmetro longitud de arco en
funcioén del tiempo:

_ds _ 2t3 2

Como la aceleracién normal es paralela al plano Ozxy,
se desprende que toda componente vertical de la acelera-
cién debe provenir de la aceleraciéon tangencial; esto es,
la acceleracion tangencial tendrda una componente verti-
cal y otra paralela al plano Ozy. Por lo tanto, si se usan
coordenadas cilindricas, es facil concluir las siguientes
relaciones:

d d
ds = v/ dr? + dz2, sinqS:—Z, cosqS:—r

ds ds

donde ¢ es el dngulo que la tangente de la trayectoria
(o lo que es lo mismo, el vector velocidad) forma con el
plano Ozy. Por lo tanto, la acceleracién en la direccién
del eje Oz viene tnicamente condicionada por la compo-
nente vertical de la acceleracion tangencial, esto es:

.. in dv dz dz dv . dv
E=q-sing=— - —=— — =2—
n dt " ds  dt ds  ds
Como v y s son conocidas, sus diferenciales se pueden
sustituir en la ecuaciéon anterior, lo que proporciona

dz . 4t dt

At Coet1/3)at
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Capitulo 2: Cinematica del Punto

La ecuacién anterior es, por lo tanto, una ecuacién dife-
rencial de variables separables

dz 2t

= dt
2 t2+1/3

cuya integracion es inmediata, y con los valores iniciales
z=0,2=1/3,ent = 0, se obtiene 2(¢) y z(t), ambas
funciones polinémicas del tiempo:

. s=lpy Ly

3’7 3 3
Obsérvese que z(t) = s(t)/2, y por lo tanto, dz/ds =
sing = 1/2, por lo que se obtiene que el dngulo ¢ =
w/6 = 30° es constante.

Sea (' la proyeccion de la trayectoria sobre el plano
Ozy. Sea py suradio de curvatura y v la velocidad con la
que la proyeccién P; del punto la recorre. La velocidad
v1 se obtiene de inmediato a partir de la componente
paralela al plano Oxy de la acceleracion tangente:

d t3
% =Y cos¢:4t'8q;

vy = V3 (t2 +1/3)
donde se ha empleado la condicién inicial v; = \/?;/ 3 en
t = 0. Integrando de nuevo, se puede hallar la longitud
de arco de la curva C7, como sigue

d81 \/3 3
v = — — s=—(t+1).
1= 3 (t+17)

La aceleracién normal, que es paralela al plano Ozy,
proporciona el radio de curvatura

2 2
’yn:Q:v—l — plzv—l.
p1 2

Sobre la ecuacion anterior, pueden aplicarse los siguien-
tes cambios de variable:

d51 d81

=G T

lo que permite re-escribir la expresién dando lugar a una
ecuacion diferencial de la que se puede obtener ¢

dsy v% vy dsi
pl = —= — —
de 2 2 dt
y por lo tanto
2 2 dt
dp=—dt =

vy V3 (2 4+1/3)

Integrando la ecuacién anterior con la condicién inicial
@ =0ent =0, se obtiene

( = 2 arctan (\/gt) —

30°

Finalmente, si ds; es el elemento de arco de la pro-
yeccion, se ha de verificar que:

dz = ds; cosp = vy dt cosp
dy = dsy sinp = vy dt sing

y como
1—tan®(p/2) 1 - 3¢
1+tan?(p/2) 1+ 3t2

2 tan(p/2)  2V/3t
1+ tan®(p/2) 1+ 3t2

cosp =

sin p =

sustituyendo, queda

942
dmzl 3t dt
V3

dy =2t dt

e integrando las expresiones a partir de las condiciones
iniciales, las ecuaciones horarias quedan finalmente:

1
r=—(t—1
\/§( )
y=1t
1
=-(t+t
z=g(t+17)

Noétese que la trayectoria corresponde a una hélice, lo
cual se podia intuir a partir de las condiciones del pro-
blema, puesto que las hélices tienen la normal principal
paralela a un plano, en ese caso el plano Ozy.
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